
XIX Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ
Ôèíàë. Ðåøåíèÿ.

1. Èíäóêöèÿ ïî n è k. Ïðè k = 1 ãîäèòñÿ N = n(n − 1) + 1, ïðè n = 1 ãîäèòñÿ N = 1. Ïóñòü n > 1 è k > 1. Ïîëîæèì
N(n, k) := N(n, k − 1)(nk − k) + 1 Èç íàøèõ N ìíîæåñòâ âûáåðåì ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ, èõ
íå áîëåå ÷åì n − 1 (èíà÷å íàøëè ñîöâåòèå). Îäèí èç èõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûõ íå áîëüøå, ÷åì nk − k, ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â
N/(nk − k) ìíîæåñòâ. Òàê ÷òî òàê êàê N/(nk − k) > N(n, k − 1), òî èç N/(nk − k) ìíîæåñòâ ìîùíîñòè ñ îáùèì ýëåìåíòîì
ìîæíî âûáðàòü ñîöâåòèå.
2. Óìíîæèì f è g íà îáùèé çíàìåíàòåëü èõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷èì äâà ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè (ñíîâà

f è g). Ïóñòü f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè f(x) öåëîå, òî x = t/an ñ öåëûì t. Óñëîâèå íà t òàêîâî:

antn +an−1t
n−1an + · · ·+a0a

n
n äåëèòñÿ íà an

n. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî òåõ t, äëÿ êîòîðûõ f(t/an) ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ, åñòü
îáúåäèíåíèå (êîíå÷íîãî ÷èñëà) àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé ñ ðàçíîñòüþ an

n. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, f è g èìåþò ïîëîæèòåëü-
íûå ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû (èíà÷å çàìåíèì f(x) íà f(−x) ïðè íå÷åòíîì n èëè îáà f è g íà −f , −g ïðè ÷åòíîì n). Âûïèøåì
âñå äîñòàòî÷íî áîëüøèå (ïðèíèìàåìûå íà ëó÷àõ ìîíîòîííîñòè) ïîëîæèòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ f â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:
m1 < m2 < . . . . Çàìåòèì, ÷òî åñëè f(t) = mk, òî f(t + an

n) = mk+T ïðè ôèêñèðîâàííîì T . Ýòî ïîíÿòíî äëÿ ìíîãî÷ëåíà
íå÷åòíîé ñòåïåíè. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà ÷åòíîé ñòåïåíè íàäî ïîíÿòü, êàê ñâÿçàíû çíà÷åíèÿ â âîçðàñòàþùåé è óáûâàþùåé ïðî-
ãðåññèÿõ. Ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà îíè ëèáî ïðè ïîäõîäÿùåì ñäâèãå ñîâïàäàþò, ëèáî ïåðåìåæàþòñÿ. Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî
ìíîãî÷ëåíà g = bktk + · · ·+b0 ïðè g(t1) = mk ïîëó÷àåì g(t1 +bk

k) = mk+T ′ . Çíà÷èò, f(t+p ·an
n ·T ′) = mk+pTT ′ = g(t1 +p ·bk

k ·T )
ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ p. À òîãäà è ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ p, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
3. Ëåììà 1. F5k = Fk(25F 4

k − 25F 2
k + 5) ïðè íå÷åòíîì k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì, ÷òî Fn = (αn − βn)/
√

5 ïðè α = (1 +
√

5)/2, β = (1−√5)/2. Ïîäñòàâèì è ïîëó÷èì.
Ëåììà 2. Åñëè Fn = nk, òî Fnk äåëèòñÿ íà nk.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

Fnk = (αnk − βnk)/
√

5 = Fn

(
(αn)k−1 + (αn)k−2βn + · · ·+ (βn)k−1

)
.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ åñòü öåëîå ÷èñëî (îíî ñèììåòðè÷íî ïî α, β è èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû).
Èç ëåììû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî F5n äåëèòñÿ íà 5n, íî íå äåëèòñÿ íà 5n+1, ïðè÷åì F5n/(5F5n−1) âçàèìíî ïðîñòî ñ F5n−1 . Îòñþäà

ÿñíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà F5n íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Èç ëåììû 2 ïîíÿòíî, ÷òî â êà÷åñòâå n ìîæíî
âçÿòü F5n .
4. Ïðÿìàÿ PQ ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó M îòðåçêà AB êàê ðàäèêàëüíàÿ îñü îêðóæíîñòåé. Îòìåòèì íà ëó÷å MC òàêóþ

òî÷êó K, ÷òî MK · MC = MA2. Òîãäà òî÷êè P, Q,K, C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Åñëè K = C, òî îêðóæíîñòü PQC
êàñàåòñÿ ïðÿìîé PQ.
5. Åñëè r1 è r2 � ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, òî îáà îòðåçêà MC è NF ðàâíû 2r1r2/(r1 + r2) (ìîæíî ïîñ÷èòàòü èç ïîäîáèÿ

òðåóãîëüíèêîâ), òàê ÷òî MCNF � ïàðàëëåëîãðàìì.
6. Îòâåò: òàêèõ îïåðàöèé íåò. Ïîëîæèì f(t) = t ? t. Òîãäà f(f(t)) = f(t) + t. Îòñþäà åñëè t = s, òî s = t. ïîëàãàÿ t = 0

ïîëó÷àåì f(f(0)) = f(0), îòêóäà ïî çàìå÷åííîé èíúåêòèâíîñòè f(0) = 0.
Ïóñòü a = a0 ? 0, a0 ∈ R. Òîãäà a ? 0 = (a0 ? 0) ? (0 ? 0) = a0 ? 0 + 0 = a. Ïîëîæèì b = 0 ? a, c = a ? a. Òîãäà

a ? b = (a ? 0) ? (0 ? a) = c è b ? a = (0 ? a) ? (a ? 0) = a. Çíà÷èò 2a = (a ? a) ? (a ? 0) = c ? a = (a ? b) ? (b ? a) = b + c. Êðîìå òîãî,
b ? b + a = (b ? a) ? (a ? b) = (b ? a) ? (a ? a) = b ? a + a = 2a, b ? b = a. Îòñþäà c = a ? a = (b ? b) ? (b ? b) = b + b ? b = b + a.
Ðàç c = b + a, 2a = b + c, ïîëó÷àåì c = 3a/2, b = a/2. Àíàëîãè÷íî, íà÷èíàÿ ñ b = 0 ? a ìû ïîëó÷èì, ÷òî b ? b = 3b/2. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, b ? b = a = 2b, òàê ÷òî a = b = 0. Èòàê, x ? 0 = 0 äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ x, àíàëîãè÷íî 0 ? x = 0. Òîãäà
0 = (0 ? 1) ? (1 ? 0) = 1 � ïðîòèâîðå÷èå.
7. Ïóñòü x1 6 x2 6 . . . 6 xn. Èíäóêöèÿ ïî n. Áàçà n = 1 î÷åâèäíà. Ïóñòü n = 2. Òîãäà åñëè òî÷êà a èëè b ëåæèò ìåæäó x1 è

x2, òî |f(a)| = |(x2−a)(a−x1)| 6 (x2−x1)2/4 < 1. Åñëè æå a < x1 < x2 < b, òî f(a)f(b) = g(x1)g(x2), ãäå g(x) = (x−a)(x−b),
òàê ÷òî àíàëîãè÷íî |f(a)f(b)| < 1. Ïóñòü n > 3 è íàøåëñÿ ìíîãî÷ëåí f êàê â óñëîâèè. Åñëè îáå òî÷êè a, b ëåæàò â îòðåçêå
[x1, xn], òî ñîêðàòèì f íà (x−x1)(x−x2) � çíà÷åíèå â òî÷êàõ a, b òîëüêî óâåëè÷èòñÿ ïî ìîäóëþ. Ïóñòü íå óìàëÿÿ îáùíîñòè
a < x1. Òîãäà ìîæíî çàìåíèòü a íà -1, f(a) âîçðàñòåò. Âñå xi > b ìîæíî çàìåíèòü íà 1, |f(b)| è |f(−1)| âîçðàñòóò. Âñå xi

îò −1 äî b ìîæíî çàìåíèòü íà èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå p, |f(−1)| è |f(b)| âîçðàñòóò ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ. Ïîëó÷èì
ìíîãî÷ëåí f(x) = (x−1)k(x−p)m, −1 < p < 0 < b (èíà÷å î÷åâèäíî f(b) < 1). Åñëè 2(p+1) < 1, òî çàìåíèì f íà f/(x−1)(x−p),
|f(−1)| è f(p) âîçðàñòóò. Åñëè æå 2(p + 1) > 1, p > −1/2, òî èç |f(b)| > 1 èìååì 1 6 |f(b)| = (1− b)k(b− p)m èìååì b− p > 1,
b > 1/2. Òîãäà |f(b)f(−1)| = (2(1− b))k((b− p)(1 + p))m < 1k · 1m � ïðîòèâîðå÷èå.
8. Íàçîâåì òðè êëèêè êëèêè èç óñëîâèÿ A, B, C. Ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíûé ãðàô. Çàìåòèì, ÷òî â íåì åñòü ïàðîñî÷åòàíèå

ìåæäó äîëÿìè A, B. Â ñàìîì äåëå, åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ëåììû î äåâóøêàõ, òî íàéäåòñÿ àíòèêëèêà (â èñõîäíîì ãðàôå
êëèêà) ðàçìåðà > n. Àíàëîãè÷íî, åñòü ïàðîñî÷åòàíèÿ ìåæäó A è C, ìåæäó B è C. Ðàññìîòðèì ðåáðà ýòèõ ïàðîñî÷åòàíèé.
Îíè ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åðåäóþùèåñÿ öèêëû äëèíû, êðàòíîé 3. Òðåóãîëüíèêè ïîêðàñèì â ñâîè öâåòà, öèêëû ÷åòíîé äëèíû
ðàçîáüåì íà ïàðû ñìåæíûõ, öèêëû íå÷åòíîé äëèíû 2k + 1, k > 4, ïîêðàñèì â k + 1 öâåò (ïàðû ñìåæíûõ è îäíà âåðøèíà).
Òîãäà â êàæäîì öèêëå äëèíû m èñïîëüçîâàíî íå áîëüøå, ÷åì 5m/9 öâåòîâ, çíà÷èò âñåãî öâåòîâ íå áîëüøå, ÷åì 5n/3.
9. Îöåíèì êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ, ïðè êîòîðûõ ïîáåäèòåëü íå åäèíñòâåííûé. Òîãäà íàéäåòñÿ îäíà èç n çàäà÷ A òàêàÿ,

÷òî ìàêñèìóì ðåçóëüòàòà ðåøèâøèõ çàäà÷ó ñòóäåíòîâ A ðàâåí ìàêñèìóìó ñðåäè íåðåøèâøèõ. Åñëè çàôèêñèðîâàòü îöåíêè
çà îñòàëüíûå çàäà÷è ((2n)n−1 ñïîñîáîâ), ïîëó÷èòñÿ, ÷òî îöåíêà çà A îïðåäåëÿåòñÿ (íå áîëåå ÷åì) îäíîçíà÷íî. Ñóììèðóÿ ïî
âñåì çàäà÷àì, ïîëó÷àåì, ÷òî êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ñ íååäèíñòâåííûì ïîáåäèòåëåì íå áîëüøå, ÷åì n(2n)n−1 = 1

2 (2n)n, òî
åñòü íå áîëüøå ïîëîâèíû.
10. Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïåðèîäè÷íóþ ïî ëþáîìó ìîäóëþ âèäà pk, p ïðîñòîå. Íàøè ïåðèîäû

Tpk ïî ìîäóëÿì pk áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íå ñðàçó, íî òàê, Tpk = pn ïðè ïîäõîäÿùåì n > k. Ìû áóäåì îïðåäåëÿòü ÷ëåíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak ïîøàãîâî, ïðè÷åì øàãè áûâàþò òðåõ òèïîâ:

1) Îïðåäåëèòü ak ïðè äàííîì k.
2) Îïðåäåëèòü m òàêîå, ÷òî am = α ïðè äàííîì íàòóðàëüíîì α.



3) Îïðåäåëèòü î÷åðåäíîå Tpk . Ýòîò øàã ìû áóäåì äåëàòü ëèøü òîãäà, êîãäà ÷èñëà îò 1 äî pk óæå ïîÿâèëèñü â íàøåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Åñëè ìû ñìîæåì òàê äåéñòâîâàòü, òî â èòîãå ïîñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ïîêàæåì, êàê âûïîëíÿòü øàãè. ×èñëî pk, äëÿ êîòîðîãî Tpk óæå îïðåäåëåíî, íàçîâåì âàæíûì. Íîìåð s, äëÿ êîòîðîãî as

îïðåäåëåíî, íàçîâåì îáñëóæåííûì.
1) Íàéäåì äëÿ âñÿêîãî âàæíîãî ÷èñëà pm òàêîé îáñëóæåííûé íîìåð s, ÷òî k−s äåëèòñÿ íà Tpm . Åñëè òàêîãî íå íàéäåòñÿ,

ïîïðîáóåì pm−1 è òàê äàëåå ïîêà íå íàéäåòñÿ. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ak ≡ as ïî ìîäóëþ pm. Òàê ìû çàäàäèì îñòàòêè ak ïî
âçàèìíî ïðîñòûì ñòåïåíÿì ïðîñòûõ ÷èñåë. ×èñëî ak ñ òàêèìè îñòàòêàìè íàéäåòñÿ. Îíî íàì ïîäîéäåò.

2) Äëÿ âñÿêîãî âàæíîãî pk íàéäåì òàêîé îáñëóæåííûé íîìåð s, ÷òî as ≡ α ïî ìîäóëþ pk. Îí íàéäåòñÿ ïî ñâîéñòâó
èç øàãà 3. Ïîòðåáóåì ñðàâíåíèÿ s ≡ m ïî ìîäóëþ Tpk . Òàê ñäåëàåì äëÿ âñåõ âàæíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì äëÿ âàæíûõ ÷èñåë ñ
äàííûì p äîñòàòî÷íî äåëàòü äëÿ íàèáîëüøåãî âàæíîãî ÷èñëà âèäà pk. Îïÿòü æå ïîäõîäÿùåå m íàéäåòñÿ.

3) Êàê òîëüêî âñå ÷èñëà îò 1 äî pk ïîÿâèëèñü, îïðåäåëèì Tpk êàê îãðîìàäíóþ ñòåïåíü p.


